Segundo Parcial Calculo Numérico 10 de febrero de 2010

* La nota del examen serd la media aritmética de ias obtenidas en los problemas planteados.

* La fecha estimada de publicacién de las notas es el 24 de Febrero.

* La fecha estimada para la revision del examen es el 3 de Marzo.Los alumnos que deseen que
su exawmen sca rovisado, deberdn solicitarlo por escrito los dias 25 y 26 de Febrero, de 9:00 a
14:00, en el despacho D-5210.

18T Problema: Sea "t = Ba®™ 4 ¢ con 2 perteneciente a R3, la iteracién resultante de

aplicar ¢l wmétodo de Jacobi a la resolucion del sistema Az = b con

A=10

y o, b pertenecientes a R.

Se pide:
i) Determinar los valores de a para los cuales el método converge.

ii) Consideremos la cota

n
oy e Bl oo oy
y los veclores
1 0
b= 1,29 =10
1 0

Calcular el rango de los valores de a positivos para los cuales se verifica la relacién

Iz~ 2™ < (1/2)"* paran > 1.

29 Problema: Se consideran férmulas de integracién del tipo

/0 J(@)dr ~ o [f (20) + £ (1) (1)

i) Probar que, independientemente de los valores de «, a¢, @1, slempre puede encontrarse
un polinomio de cuarto grado para el cual la férmula (1) no sea exacta.
i1} Determinar los valores de «v, 2g, 71 que hacen que (1) sea una férmula exacta para poli-

nomios de primer grado.

3% Problema: Considérese la signiente expresién general de los métodos de Runge-Kutta de

scgunde orden o de dos evaluaciones (RKm.):



2
Ynt1 = Yn + hzwi'[ﬁf y

i=1

i1
ki = f (SEn + wah, Yn + hZﬁwkT) Loy = 0.

g=1

Obtener la férmula del método de orden 2 (m = 2) con w; = w,.



Calculo Numérico 2° Parcial, Febrero 2010

Primer problema

Sea x"'=Bx"+c, con x’ perteneciente a R? la iteracién resultante de aplicar el método de
Jacobi a la resolucion del sistema Ax=h con:

a
A= 1

fes I R
— 2 O

a

y a, b pertenecientes a R

Se pide:
Determinar el rango de valores de a para los cuales el método converge.
Consideremos la cota:

1] |
© 1"“"5”

-,

y los vectores

1
b=
1
0
x’=0
0

Calcular el rango de los valores de a positivos para los cuales se verifica la relacion:
| x-x"l|» <(1/2)™' para n>1
Solucidn:

a} a converge si
B, - =0= -DNL+U)~A=0= D' (L+U)+ U= L+U+iD =0

)u a O
0 A a§~O:>/”L}—-)¢02mo:bﬁﬂia
é0 a /1

Para que converja S(B,) <l=la <1 ae(-1])



como a > 0= ae(0])

B} =max"{0,2a,a} = 2a con B,=|0 0 -a

e

0 |
=B+ Dh=B0|+b=|1
0 1

J1=1 0| =max{l,1,1} =1
Wy o)

e

Sustituyendo

n

20’ 1 i+l
S g Vi1
1-2a \2

-

iC!: 1
Ll .
1—20 22:i+-|

Tomando logaritmos a la expresidn obienemos

1-2a

uogm;a;)"smg(--ér-ai] Ssion=t das! |

10

n=l
luego el intervalo de valores de o para que se cumpla la cota dada es:
!

0,
ae( IO)
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Considerese la expresién general de los métodos de Runge-Kutta de segundo

orden o de dos evaiuaciones (Rkmy)

2
Ynst =¥Yn +h §4 wik)

i
Ky = f( Xy + oih, yp + hX ;3,,-&9(” = 0
J= 4

1) Obtener la térmula del métedo de orden 2 (m = 2) con Wy = Wy

2) Dar ia interpretaciéon geométrica del método obtenido anteriormente.

LUCION

1) &n este caso
Yns1 =¥n + h( wiky 4 wokp)

ki =1f(xn.¥n)
kg =f( X%, + oph, yo+ 0 B2 [{ Xy, ¥n )}
luego

Ynet =¥p +h {W1 f{ X0 yn ) +waf( Xy + aph, yy + hBag { Xy, ¥n ))]

tenigndo en cuenta por otro lado que:

focku,y+v) = f0Gy) + ufe(xy) + vi(xy) o+ (12 ) w2y (x,¥) +

w o 2uvt (xy) + vPTu ()] + O [(ul + w3

-232-



puede ponerse
f( %o + aph, Yp+ 0 By f(Xq ¥ D) f(%p s ¥n )+ aoh B { Xy ¥n )y
+  hBat (0% ¥ )l (Xn s ¥n) + (172) { @) f (Xn > ¥n )+

+ (egh) (0 Bos f(Xn ¥nd) fxy (Xnayn) (12 )0 Boy f(Xq Yal? fyy (Xny ¥a)+

+ 01 }

Teniendo en cuenta asimismo el método de Taylor

h2
Yrs1 = Yo+ hyg'+ —— yp" + 0(n%) =
2
ne
=¥n + b xq¥n) + [ (Xn:¥n) + fy (Xnayn} n,yal] + 0 (h®)
2

idantificando coeficientes en potencias de h resulta:

hO: vy = yp

RT o owy f (X)) + Wa | (XYe) = £ {X0yn)

he : wo o fy (Xqo¥p) + w2 ;321 f (Xp.yn) Ty {(Xn:¥p) =

1
= { Iy (Kn¥ad + ¥ (Goyn) T (%n0¥a) ]

2

Debe tenerse

W1+W2=1

it
-l

e

1f

wy By,
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Como nos indican que wy = W, , las soluciones del sistema anterior son:

W1mW2=1{’2, {}L2;B21w1
lo que hos lieva al siguiente algoritmo.

k‘l = f( xn ¥ Yn )
kQ =f(Xn +h,yn+hk1)
Ynet =¥p + (W2} [ky , Kol

088
Yna1 = ¥n + (W) [ fixy Wit o+ HXy + h .y, + h i{x, Y1l

Este algoritmo Runge-Kulta de orden 2 se denomina método de Euler-Cauchy modificado o

método de Haun,




